
圧力

　連続体における圧力は単位面積に加わる力として定義されるが、粒子系においてこれは適用できない。粒子

系における圧力は熱力学の関係から以下の式によって定義される。
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　ここで P は圧力、E は内部エネルギー、V は体積、S はエントロピー、N は粒子数、T は温度、F はヘルムホル

ツ自由エネルギーである。圧力は普通の場合は圧縮が正の値として定義される。

　正準集合では F は以下のように分配関数 Z を用いて表される。
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　よって圧力はハミルトニアンを体積で偏微分した量の平均値として表される。ここで〈〉は平均値を示す。
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　粒子系の内部エネルギーはハミルトニアンの平均値に等しい。粒子系のハミルトニアンは以下のように表され

る。
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　ここで K は運動エネルギー、φ はポテンシャルエネルギー、pa は粒子の運動量、ra は粒子の座標を示す。座標

と運動量を体積を用いて規格化し、ハミルトニアンを書き直すと
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　これを体積で偏微分し応力を求める式が得られる。
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　温度一定としているのに、ハミルトニアンの運動エネルギーの項が体積による偏微分によって 0 とならないこと

は一見矛盾するように思われるかもしれないが、温度一定の系では体積を変化させたときは pa' が変化して温度

を一定に保つことになるので上式で正しい。

応力とひずみ

　応力とひずみについては分野によって正負の定義が異なるため注意が必要である。岩盤力学の分野では多く

の場合、圧縮応力と収縮ひずみを正の値、引張応力と膨張ひずみを負の値にとる。金属を扱う多くの分野では

これとは逆に引張応力と膨張ひずみを正、圧縮応力と収縮ひずみを負の値にとる。また圧縮応力と膨張ひずみ

を正の値にとり、引張応力と収縮ひずみを負の値にとることもある。この場合には変形による仕事の符号が変わ

るため注意が必要である。本稿では圧縮応力と収縮ひずみを正の値、引張応力と膨張ひずみを負の値をとるこ



ととする。

ひずみ

　ひずみは巨視的な値として定義される。ひずみを定義するためには粒子系の形状を表す形状テンソル hを用

いる必要がある。

　hの成分は

( )















==

zzz

yyy

xxx

cba
cba
cba

cbah ,,

　である。ベクトル a,b,cとユニットセルの形状を図に示す。
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　ひずみは以下のように示される。
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　ここでは εij ひずみテンソル、Gkm は計量テンソル、Iij は単位行列、Fij は変形勾配テンソルである。これは Green-

Lagrange ひずみテンソルにあたる。

応力

　応力も圧力と似た方法によって定義される。熱力学の関係から以下のように示される。粒子数は変わらないこと

とする。

VpTSF ddd −−=
　応力とひずみを用いて書き直すと以下のようになる。

ijijVTSF ες ddd 0+−=

　ここでζij は第 2Piola-Kirchhoff 応力である。微小変形においてはひずみと応力の定義を厳密にする必要はな

いが、有限変形を扱う場合には第 2Piola-Kirchhoff 応力と Green-Lagrange ひずみが用いられる。

　ひずみの定義から
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　温度一定では
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　形状テンソルを用いて座標と運動量を規格化し、粒子系のハミルトニアンを書き直すと
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　ハミルトニアンを計量テンソルGで偏微分する。
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　以上より第 2Piola-Kirchhoff 応力と Caucy 応力を計算する式が得られる。

t
lj

t
ml

a am
ak

a a

amak
nkinij hh

r
r

m
pphh

V 0
1

0
0

1 −−








∂
∂−= ∑∑ φς

∑∑ ∂
∂−=

a am
ak

a a

amak
km r

r
m

pp φσ

t
mjkmikij FF

V
V −−= σς 1

0


